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RESUMO. A previsdo da deformagao de vigas ¢ fundamental para o dimensionamento seguro
de estruturas. Diversos fatores influenciam essa deformacdo, como geometria, material,
condi¢des de contorno e carregamentos. O objetivo principal deste trabalho foi modelar as
equagoes da linha elastica para quatro casos de vigas com diferentes tipos de carregamento pelo
método numérico das diferencas finitas (MDF) e analisar os resultando comparando-os com as
solucdes analiticas. Como objetivo secundario, desenvolver uma ferramenta digital de
Tecnologia da Informag¢do e Comunicacdo (TIC) para a analise das vigas. As equagdes
diferenciais da linha eléstica foram modeladas, resolvidas analiticamente e numericamente pelo
MDF. Foi desenvolvida uma TIC educacional na linguagem de programacgdo Python e a
comparagao entre os resultados numéricos e analiticos foram realizados por meio de analise dos
erros maximos absolutos. A andlise de erros demonstrou concordancia entre os resultados
analiticos e numéricos, validando a sua aplicabilidade em diferentes cenarios. A TIC
demonstrou ser uma excelente ferramenta educacional digital capaz tornar o processo mais
dinamico, interativo, personalizado, robusto e confiavel nos resultados.

Palavras-chave: equacdo da linha elastica; diferencas finitas; métodos numéricos. TIC.

ABSTRACT. Predicting beam deformation is essential for the safe design of structures.
Several factors influence this deformation, such as geometry, material, boundary conditions and
loads. The main objective of this work was to model the elastic line equations for four cases of
beams with different types of loading using the numerical method of finite differences (FDM)
and analyze the results by comparing them with the analytical solutions. As a secondary
objective, develop a digital Information and Communication Technology (ICT) tool for beam
analysis. The differential equations of the elastic line were modeled, solved analytically and
numerically by FDM. An educational ICT was developed in the Python programming language
and the comparison between numerical and analytical results was carried out through analysis
of the maximum absolute errors. Error analysis demonstrated agreement between analytical and
numerical results, validating its applicability in different scenarios. ICT declared itself to be an
excellent digital educational tool capable of making the process more dynamic, interactive,
personalized, robust and reliable in results.
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INTRODUCAO

A andlise estrutural ¢ uma area importante das engenharias em geral. Um dos principais
elementos utilizados na construcao de estruturas € a viga, o que faz o conhecimento em relagdo
as suas tensoes e deformacdes, um dos principais objetivos da resisténcia dos materiais.

Além das tensdes, uma grandeza importante de uma viga ¢ sua deflexdo, que consiste
em uma deformagdo que ela apresenta em seu eixo longitudinal, quando submetida a uma carga
transversal (HIBBELER, 2011).

A equagdo da linha elastica de uma viga caracteriza a forma da viga deformada apos a
aplicagdo de uma forga ou carregamento. Segundo Beer (2011), quando uma viga prismatica
suporta uma forga distribuida w(x) em seu comprimento, t€ém-se que sua linha elastica ¢
governada por uma equagdo diferencial linear de quarta ordem dada pela equagao (1.0):

d4—

E.I.d—xi] - —w() (1.0)
onde, E ¢ o mddulo de elasticidade do material em que a viga ¢é feita (para vigas de material
homogéneo o modulo de elasticidade € constante) e [ trata-se do momento de inércia da viga,
a qual, para vigas prismaticas e sem altera¢do de altura, também possui o seu valor constante.

Conhecendo-se a forga cortante V(x) sobre uma posi¢do x da viga, é possivel

determinar a equagdo da linha elastica como descrito pela EDO (1.1):
d3
B2 =V (1.1)
Por meio da EDO (1.2), conhecendo-se a fungdo do momento fletor M (x) em qualquer

ponto x da viga, a linha elastica pode ser obtida por

d2
B.1 .= = M(x), (12)
Por fim, a EDO (1.3) relaciona o angulo 6 (x) tangente a equagao da linha elastica y(x):
dy
J.—= 1.3
E.l.——=0(x), (1.3)

O método das diferengas finitas € utilizado para resolucdo de equagdes diferenciais e
consiste em transformar uma derivada em uma aproximag¢do de diferencas finitas, que sdo
obtidas aplicando uma expansdo da Série de Taylor (ALVES, 2007; RUGGIERO, 198S;
SOARES, 2010; SABINO, 2023). Neste método, o dominio de uma equagdo diferencial ¢é
substituindo por diversos pontos discretos chamados de nds que apresentam um espagamento
h entre eles, que pode ser denominado com espagamento da malha (RUGGIERO,1988;
FAIRES, 2008; CHAPRA, 2008; SABINO, 2023).

Dada uma equagdo diferencial com um dominio no intervalo [a, b] e dividindo esse
intervalo em n partes iguais, define-se o espagamento h como em (1.4):

b—a
h=— (1.4)

Considerando um ponto qualquer x; no intervalo [a, b], um ponto antes sera x; — h e

um ponto depois serd x; + h conforme representado na Figura 1.

Figura 1 - Representagdo do ponto x; no dominio da equagdo diferencial.

a Xi-h Xi Xi+h b
AN e A
T~ —

h h

Fonte: Proprio autor.
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Dada uma fungao f(x) e um ponto x;, deseja-se que a equacao diferencial se aproxime
desse ponto regressivamente. Assim, considerado uma expansao da série de Taylor em torno
do ponto x;, com um erro truncado de ordem 2, aplicando o ponto x; — h na fungdo f(x) e
isolando-se a primeira derivada, obtém-se a equagao (1.5):

f’(xi)=f(xi)_£(xi_h)+0(h2 ), (1.5)

chamada de diferenga finita atrasada.

Como para diferencas atrasadas, considerando uma fun¢ao f(x), e um ponto x;, deseja-
se que a equacdo diferencial se aproxime desse ponto progressivamente. Novamente,
considerado uma expansao da série de Taylor em torno do ponto x; com um erro truncado de
ordem 2 e agora aplicando o ponto x; + h na fun¢do f(x) e isolando-se a primeira derivada,
obtém-se a equacao (1.6):

fe) = +0(h?), (1.6)
chamada de diferenca finita avancada.
Como nas diferengas atrasada e avangada, considerando uma fungdo f(x), e um ponto
x;, deseja-se que a equacdo diferencial se aproxime desse ponto por meio dos pontos x; — h e
x; + h. Novamente, considerado uma expansao da série de Taylor em torno do ponto x; com
um erro truncado de ordem 2 Aplicando os pontos na funcdo f(x) e isolando-se a primeira
derivada, obtém-se a equacao (1.7):
, (x;+h)—f(x;—h)
JED [ > hf : +0(h®) (1.7)

chamada de diferenca finita centrada, que geometricamente ¢ representa pela Figura 2:
Figura 2 - Representagdo geométrica para diferengas finitas centradas.

i

flxi+h) = f(x)
h

16, 1) e —————

fixl) 1=
f(xi - h)

_—
xi-h xi xi+h X
Fonte: Proprio autor.

Essa aproximagao € mais precisa em relagdo as outras duas apresentadas, pois apresenta
um truncamento de ordem 3 (ALVES, 2007; RUGGIERO,1988; SOARES, 2010).

As expansdes da série de Taylor aplicadas nos pontos x; — h e x; + h, com erros na
ordem 4, seguem conforme as equagdes (1.8) e (1.9) (ALVES, 2007; SOARES, 2010):

" 2 e 3

FOu+h) = F) + ). () + L (xlz)'(h) +f (x;)'(h) +ohy  (1.8)
(o 2 "o, 3

Fxi = 1) = 1) = /ey + L2 T 00y 1)

Segundo Alves (2007) e Soares (2010), para aproximar uma derivada de segunda ordem
em diferencas finitas, soma-se as equacdes (1.8) e (1.9) e isola-se a segunda derivada obtendo-

se a equagao (1.10):
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x;i+h)—2.f(x;))+f(x;—h
f”(xl-)=f( *h) j;z(z )+ /G )+0(h4). (1.10)
Para aproximar uma deriva de terceira ordem com diferencas finitas, aplica-se a equacao
(1.7) na equagdo (1.10), obtendo a equacao (1.11) (ALVES, 2007; SOARES,2010):
d’y  fO;+2.0)=2.f(x;+h)+2.f(x; —h) — f(x; — 2.h)
dx3 2.h3
A aproximagdo de uma derivada de quarta ordem em diferencas finitas pode ser obtida
aplicando-se a equacao (1.10) nela mesma, gerando a equagao (1.12) (ALVES, 2007; SOARES,
2010):
dy  fl;+2.h) =4 flx;+h)+6.f(x)—4.f(x; —h) + f.(x;— 2.h)
dx* h*

(1.11)

(1.12)

Como visto, a deflex@o pode ser determinada por meio de métodos analiticos fornecendo
uma solug¢do exata do problema. Entretanto, existem casos em que as vigas formam uma
estrutura muito complexa, sendo a resolugdo numérica uma boa estratégia para a resolucao do
problema (SILVA, 2011).

As Tecnologias da Informag¢dao e Comunicagdo (TICs) sdo ferramentas digitais que
remodelam o ensino-aprendizagem. Por meio de sofitwares, plataformas online e recursos
multimidia, as TICs buscam tornar as aulas mais envolventes, participativas e individualizadas,
promovendo o engajamento dos alunos e ampliando o acesso a educacao de qualidade.

Poucas inovagdes tecnoldgicas provocaram tantas mudangas em tdo pouco tempo
na sociedade como as novas tecnologias de informacdo e comunica¢do —TIC. Dentro
dessas mudancas estd incluida a educac@o. Novas maneiras de pensar e conviver
estdo sendo elaboradas no mundo das telecomunicagdes e da informatica (LEVY,
1998, p.24).

O objetivo principal deste trabalho foi modelar as equacdes da linha elastica para quatro
condi¢des de contorno para casos de vigas com diferentes tipos de carregamento utilizando o
método numérico das diferencas finitas (MDF). Por meio dessa modelagem, buscou-se analisar
os resultados obtidos e compara-los com as solug¢des analiticas para validar a viabilidade do
método numérico para este tipo de problema. Como objetivo secundario, foi proposto o
desenvolvimento de uma TIC implementada na linguagem de programacgao Python para a
analise das vigas estudadas.

METODOLOGIA

Nesta se¢do, sdo desenvolvidas e apresentadas as equagdes da linha elastica para quatro
casos de vigas escolhidas para o estudo, sendo: uma viga engastada livre submetida a uma um
carregamento constante, uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento linear, uma viga
bi-engastada submetida a um carregamento quadritico e uma viga engastada e apoiada
submetida a um carregamento exponencial. Para cada viga foi determinada a equacao da linha
elastica, utilizando métodos analiticos resolvendo as EDO presentes de (1.0) a (1.3) e métodos
numéricos utilizando as aproximacdes por diferencas finitas. A solucdo analitica dard a base
comparativa para valida¢do da solugdo numérica.

Para obter-se a modelagem numérica, inicialmente, como indicado na equagado (1.13),
divide-se o comprimento L das vigas analisadas em n nds com espacamentos iguais:
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h= (1.13)

a qual definird o comprimento de cada subintervalo da malha do dominio numérico.
Substituindo a equacao (1.12) na equagao (1.0), obtém-se a equagao
flxi+2.h)—4.f(x;+h)+6.f(x;) —4. f(x;—h) + f(x; — 2h) _ _w(x) (1.14)

h4-
da qual isolando o h* para o lado direto da equagio e chamando esta parcela de A obtém-se:
w(x). h*
- _ 1.15
A(x) £ 1 (1.15)

Uma outra simplificag¢do sera expressa na equacao (1.16)

fGx) =Y, (1.16)

a qual facilitara as nota¢des matriciais a serem desenvolvidas.
VIGA ENGASTADA LIVRE SUBMETIDO A UM CARREGAMENTO CONSTANTE

Considere uma viga engastada-livre, submetida a um carregamento w constante e com
condig¢des de contorno dadas em (1.17) e (1.18)

0(0) = 0 (1.17)

y(0) = 0 (1.18)

Ela sofrerd uma deflexdo e o seu perfil como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 - Viga engastada sobre um carregamento constante.
y

A/ : == : ' Y8 A IMIHL_LLM‘ B

—

L4

Fonte: Proprio autor.

Ap6s analisar o diagrama de corpo livre (D.C.L) do esquema presente na Figura 3 com
todas as forcas atuantes e calculando-se as reacdes de apoio, momento e momento fletor sob as
condi¢des de contorno apresentadas e resolvendo a equagdo diferencial da linha eléstica dada
pela equagdo (1.0), obtém-se a equagdo (1.19):

W
24.E.1

y(x) = (—x*+4.L.x3—6.1%.x?) (1.19)

Para a viga engastada livre, seu dominio pelo método das diferencas finitas, sera

discretizado em n pontos igualmente espagados com comprimento h. O ponto da extremidade
engastada ¢ i = 0 e o ponto da extremidade livre da viga ¢ i = n, conforme representado na

Figura 4.
s )
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Figura 4 - Representagdo da viga engastada discretizada em n nos.
P

- ;
-1 0 1 2 ERE n-2 n-1 n n+1 n+2

——— - — —— -

Fonte: Proprio autor.

Ospontosi = —1,i =n+ 1ei = n + 2, sdo pontos imaginarios utilizados para definir
as equagdes nos extremos da viga. Primeiramente sdo determinadas as condigdes de contorno
da viga engastada com o intuito de diminuir o nimero de variaveis na modelagem da equagdo
da linha elastica. Assim considerando a condi¢do de contorno (1.18) e i um ponto inicial da
viga localizado no ponto i = 0 t€ém-se (1.20):

;=0 (1.20)

Agora considerando a equacdo (1.3) e aplicando uma aproximacao por diferencas finitas
centradas conforme (1.7) tém-se a equagdo (1.21):

Yi+1 - Yi—1
= 1.21

e aplicando a condi¢ao de contorno (1.17) obtém-se (1.22):
Yiyn =Y (1.22)

O lado livre da viga engastada ndo apresenta momento fletor M (x) e nem uma forga
cortante I/ (x). Com isso para esse lado tém-se as condig¢des de contorno (1.23) e (1.24):

_ d?
X = y
Z 7 1.23
{M _ onde Tx? ( )
x =1L d3y
A 1.24
{V _ ., onde T3 14 (1.24)

Aplicando uma aproximagdo por diferencas finitas de segunda ordem na condicdo
(1.23), conforme (1.10) e isolando Y;,; tém-se (1.25):
Yiy1 =2Y-Y, (1.25)

E aplicando uma aproximacao por diferengas finitas de terceira ordem, conforme a
(1.11), na condigao (1.24) t€ém-se a equagao (1.26):
Yieo =2V +2Y 41—V =0 (1.26)

Definido as equacgdes das condi¢des de contorno, ¢ determinado a equagdo da linha
elastica por diferencas finitas para cada ponto da viga. Considerando os pontos de contorno da
viga tém-se para [ = 0, que ¢ o ponto engastado sem deflexdo, substituido nas equagdes (1.20)
e (1.22) tem-se as equagdes (1.27) e (1.28):

Y,=0 (1.27)

Y1 = Y—l (128)
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Para i = n, que € o ponto livre da viga, substituido nas equagdes (1.25) e (1.26) obtém-
se as equacoes (1.29) e (1.30):
Yoy =2V Y (1.29)

Yoy = 2Yn4 +2Y 1~V 2 =0 (1.30)

Substituindo (1.29) na (1.30) tém-se a equagao (1.34):
Yoo = 4Y,—4Y,_1+Y,_, (1.31)

Definido as equagdes para cada ponto da viga se obtém um sistema linear do tipo A.x =
b de acordo com (1.32):

7 -4 1 - 0 0 0 07 (Y1)
-4 6 -4 1 - 0 0 O Y, A
1 -4 6 -4 1 - 0 0 Y3 y)
0 1 -4 6 -4 1 0] Yoos [ =) Al (1.32)
o 0 - 1 -4 6 -4 1 Yoz y)
0 0 O 1 -4 5 =20 [Yn A
0 0 0 0 2 -4 21 \y, ) W

VIGA BI-APOIADA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO LINEAR

Considere uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento linear do tipo
w(x) = ky.x + k, [N/m], representada pela Figura 5.

Figura S - Viga bi-apoiada sobre um carregamento linear.
—

B\

Fonte: Proprio autor.

Utilizando as condigdes de contorno (1.33), (1.34) e a aplicando as devidas integrais na
equacao (1.0) obtém-se a equagdo da deflexdo da viga (1.35):

y(0) =0 (1.33)
y(0) =0 (1.34)

ze0 g G lax® + 15k x*=10.17 ky.x® — 30.L.kp. x?
+ 7.L*% ky.x 4+ 15.L%. k,. x)

y(x) = (1.35)

A equacdo (1.35) representa a equacao da linha elastica para qualquer valor de x, de
uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento linear.
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Como foi feito na viga engastada livre, serd determinado para viga bi-apoida, o seu
dominio pelo método das diferencas finitas discretizado em n pontos igualmente espagados de
h. Um dos pontos apoiados € i = 0 e o outro € i = n, conforme representado na Figura 6.

Figura 6 - Representacdo da viga bi-apoida discretizada em n nés.

WO

Fonte: Proprio autor.
onde os pontos I = —1 e i = n + 1, sdo pontos imagindarios utilizados para definir as equacdes
nos extremos da viga.
Definido as equagdes para cada ponto da viga se obtém o sistema linear A.x = b (1.36):

‘5 —4 1 - 0 0 071 (Yy (A0

-4 6 -4 1 - 0 0 Y, A(x)

1 =4 6 —4 1 - 0 Y, A(x)
S I A N (1.36)
0 1 -4 6 -4 1 Y, s A(x)

0 0 -« 1 —4 6 —4| |V, A(x)
Lo 0o o0 - 1 -4 51 \v,JJ LU/

VIGA BI-ENGASTADA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO QUADRATICO

Para o proximo problema serd considerado uma viga bi-engastada submetida a um
carregamento quadratico w(x) = k;.x? + k,.x + k3, representada abaixo pela Figura 7, cujas
condi¢des de contorno sdo apresentadas em (1.37), (1.38), (1.39) e (1.40):

Figura 7 - Viga bi-apoiada sobre um carregamento constante.

@\ﬂ

\|
)

A \VVF'B

Fonte: Proprio autor.
6(0) =0 (1.37)

y(0) = 0 (1.38)
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o) =0 (1.39)

y(L) =0 (1.40)

A equagdo (1.41) representa a equagdo da linha eléstica para qualquer valor de x, para
uma viga bi-engastada submetida a um carregamento quadratico.

y(.X) =m.(—k1.x6— 3.k2.x5 - 15.k3.x4 +4‘.L3.k1.x3 + 9.L2.k2.x3 (141)

+ 30.L.k3.x3 —3.L% ky.x? — 6.13.ky,.x* — 15.1%. k3.x?)

Como nas vigas anteriores, serd determinado as equacdes da deflexdo da viga aplicando
o método das diferengas finitas discretizada em n pontos, onde os pontos i = 0 e i = n sdo
engastados conforme a Figura 8.

Figura 8 - Representagdo da viga bi-engastada discretizada em n nds.

P

NNNN
—]
—
—

y ¥
| == —
-1 0 1 2 3 \ \ n-3 n-2 n-1

n+1

NNNNNY

L

Fonte: Proprio autor.

Definido as equacdes para cada ponto da viga se obtém um sistema linear do tipo
A.x = b conforme (1.42):

-7 —4 1 - 0 0 07 Y1\ (A

-4 6 -4 1 - 0 0 Y, A(x)

1 =4 6 —4 1 - 0 Y, A(x)
oo s =4 (1.42)
0 - 1 -4 6 -4 1 Yo_3 A(x)

0 0 -« 1 —4 6 —4| |V, A(x)

Lo 0 0 - 1 -4 71\ L)

VIGA ENGASTADA E APOIADA COM CARREGAMENTO EXPONENCIAL

Por ultimo vamos considerar o problema com uma viga engastada em uma extremidade
¢ apoiada na outra extremidade, submetida a um carregamento exponencial w = k;.e”*,
conforme a Figura 9.
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Figura 9 - Viga engastada e apoiada sobre um carregamento constante.

y
W) W)
/m/ﬂ/ d i
A = B
A Yy Y yvvyp E/—’ X
SCREEEE>—
L L

Fonte: Proprio autor.
DIAGRAMA DE CORPO LIVRE (D.C.L)

A Figura 10 apresenta o diagrama de corpo livre da viga engastada e apoiada e todas as
forcas que atuam na viga. As condi¢des de contorno sdo dadas em (1.43), (1.44) e (1.45):

0(0) = 0 (1.43)
y(0) = 0 (1.44)
y(L) = 0 (1.45)

Aplicando as devidas integrais na equagdo (1.0), obtém-se a equacdo da linha elastica

para qualquer valor de x, para uma viga engastada e apoiada (1.46):
y(x) = YW AN (4.13.x — 4.13.e* + 4.13 +—L3.x% el — 6.1% x?

+ 6.L.el.x? — 6.L.x% +1% el x® + 2.L.x3 — 2.el.x3
+ 2.x%)

(1.46)

Por fim, sera determinado as equagdes da deflexdo para uma viga engastada e apoiada,
pelo método das diferengas finitas discretizada em n pontos, onde os pontos i = 0 é o ponto
engastado e i = n ¢ o ponto apoiado, conforme a Figura 10.

Figura 10 - Representagdo da viga engastada e apoiada discretizada em n nds.

W

— — = —
0 1 2 3 \ \ n-3 n-2 n-1

ANNNNN
:5\

L

Fonte: Proprio autor.
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Definido as equagdes para cada ponto da viga se obtém um sistema linear do tipo A.x =
b conforme (1.47):

7 —4 1 - 0 0 07 (YY) (Al
-4 6 -4 1 - 0 0 Y, A(x)
1 -4 6 -4 1 0 Y3 A(x)
N S oy ={ (1.47)
0 1 -4 6 -4 1 Y, s A(x)
0 0 1 -4 6 -4 |Y_, A(x)
Lo 0 0 1 -4 51 ) Q)
IMPLEMENTACAO NUMERICA

A implementacdo numérica foi realizada na linguagem de programagao Python pelo seu
poder sintético estruturado para a escrita de scripts (OLIVEIRA NETO, CAGNIN,
CANCIGLIERI, 2020; OLIVEIRA NETO, CAGNIN, CANCIGLIERI, 2021). Aproveitando
as principais funcionalidades da linguagem, foi possivel utilizar os pacotes numpy e sympy,
respectivamente para ferramentas numéricas e simbdlicas dentro da linguagem Python,
possibilitando a confeccdo de uma forte ferramenta para resolugdo de problemas de deflexdo
de vigas dentro das engenharias.

Com base nas equacgdes diferenciais (1.0), (1.1), (1.2) e (1.3), foi possivel implementar
as suas resolugoes analiticas simbolicas. Buscou-se a confec¢ao de um algoritmo adaptavel ao
tipo de condi¢des de contornos de uma viga engastada livre, bi-apoiada, bi-engastada e
engastada-apoiada, podendo escolher entre carregamentos do tipo constante, linear, quadratico
e exponencial. Os valores do comprimento L da viga, Modulo de elasticidade E ¢ momento de
inércia I também podem ser inseridos pelo usudrio.

A implementacao via método das diferencas finitas aborda todas as combinagdes entre
as condi¢des de contorno e tipos de carregamentos implementados para o método analitico
descrito anteriormente. Nela, o usuario também pode inserir o nimero de nds com o qual deseja
realizar as simulagdes. Assim, o algoritmo ird construir o sistema linear penta diagonal
correspondente, resolvé-lo aproveitando a sua estrutura e apresentard o vetor solugdo de
maneira numérica e grafica.

Com o intuito de facilitar a um usuario a obtencdo dos resultados e a possibilidade de
outras combinagdes de carregamentos e condigdes de contorno, utilizou-se conceitos de TIC
com um foco educacional, desenvolvendo-se um software aproveitando-se pacotes visuais da
linguagem Python, evoluindo a implementacdo para uma ferramenta com interfaces graficas do
usuario (GUI — Graphic User Interface).

De maneira ilustrativa, serdo apresentadas na sequéncia, simulacdes realizadas na TIC
desenvolvida para alguns dos casos propostos, realizando um comparativo qualitativo grafico
com os resultados analiticos € um quantitativo em relagdo a norma infinita em relagdo a cada
no6 discretizado.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A TIC desenvolvida possui um visual simples e intuitivo com menus superiores para o
usuario realizar a escolha da Condigdo de Contorno, do Carregamento, dos parametros da
Formula do carregamento, dos parametros e caracteristicas geométricas ¢ de material da viga
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no submenu Obter Valores e por fim um submenu de Resultados. A Figura 11 ilustra a inser¢ao
de um carregamento do tipo exponencial, tendo outras opcdes de escolha como de um
carregamento constante, linear e quadratico.

Figura 11 — Inserindo o tipo de carregamento.
Linha Elastica Em Vigas Com Carregamento Variavel

Carregamento Férmulas Resultados

2

Outras opgoes sao:
- Constante
- Linear
- Quadratica

Fonte: Proprio autor.

A Figura 12 ilustra o usudrio inserindo os valores dos pardmetros da formula do
carregamento idealizado sobre a viga.

Figura 12 — Insergdo dos parametros.
Linha Eléastica Em Vigas Com Carregamento VariGvel

Resultados
5

Fonte: Proprio autor.

A Figura 13 ilustra a inser¢do dos valores que dardo as caracteristicas da viga como
comprimento, mddulo de elasticidade, momento de inércia, além do nimero de nos desejados

na simula¢ao por MDF.

Figura 13 — Caracteristicas da Viga e condi¢do de simulacdo para o MDF.
Linha Elastica Em Vigas Com Carregamento Variavel

P o ~
Formulas Obter Valores Resultodos
3 4 5

Condigdo de Contorno Carregamento
l 2

Digtte o valor comprimento da viga [m|

Digite o volor do médulo de elasticidade [Mpa)

Digite o valor do Momento de inércia [mA4]

3

Digite o nGmero de nés para andlise numérica

Fonte: Proprio autor.
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A insercdo da condi¢@o de contorno esté ilustrada na Figura 14, na qual o usudrio tem a
sua disposicao as vigas bi-apoiada, bi-engastada, engastada-livre e engastada-apoiada.

Figura 14 — Insergao da condigdo de contorno.

Linha Elastica Em Vigas Com Carregamento Variavel

.o » P "
Condigao de Contorno Carregamento Férmulas Obter Valores Resultados
1 2 3 B 5

Outras opgoes sdo:
i E> - Viga engastada-livre
- Viga bi-engastada
- Viga engastada-apoiada

Fonte: Proprio autor.

Ao clicar no submenu Resultados, o usuario tera um descritivo das variaveis de entrada
utilizadas, o resultado do erro absoluto maximo comparativo entre a solugdo analitica e a
numérica pelo MDF e os graficos do comportamento das deflexdes também pelos dois métodos.

Figura 15 — Resultados da simulacdo.
Linha Elastica Em Vigas Com Carregamento VariGvel

o % s
Condigoo de Contorno Carregamento Formulos Obter Valores
< b
1 2 3 4

Erro Absoluto Méximo [mm)]

0.9853636003297693

Solugao Analitica para a flexao da viga Solugso Numérica para a fiexao da viga

y Tmm]

Fonte: Proprio autor.

Para uma visualizacdo dos resultados obtidos, serdo apresentados algumas das
simulacdes possiveis de serem realizadas. Para as simulagdes numéricas, foram analisadas as
deflexdes para quatro casos de vigas: Uma viga engastada livre submetida a uma um



%‘*m‘

v B
USF 5.2
REVISTA o, o8 o

UNIVERSIDADE SMOFRANCISCO

ENSAIOS PIONEIROS Revista Cientifica da Rede Pioneira | USF | FHO | UNIFEOB

155 2595-3443F

carregamento constante w(x) = 2500[N/m]; uma viga bi-apoiada com um carregamento
linear w(x) = 500.x + 100 [N/m]; uma viga bi-engastada submetida a um carregamento
quadrético w(x) = 500.x% + 100.x + 150 [N/m] e uma viga engastada e apoiada submetida
a um carregamento exponencial w(x) = 500.e* [N/m]. O material das vigas estudadas sera
o Perfil W460 x 158 de ago estrutural (ASTM-A36) e tal material apresenta as caracteristicas
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 - Valores das propriedades do material da viga.

Propriedade Sigla Unidade Valor
Moédulo de elasticidade E Pa 200 x 10°
Momento de inércia I m* 796 x 107°

Fonte: (BEER, 2011).

VIGA ENGASTADA LIVRE SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO CONSTANTE

Para uma analise qualitativa para os resultados das deflexdes no caso da viga engastada
livre submetida a um carregamento constante, a Figura 16 representa a solugdo analitica da
deflexdo de uma viga de comprimento L = 6 [m] e a solu¢do numérica para 500 nos.

Figura 16 - Solucdo analitica e numérica da viga engastada para 500 nos.

sSolugao Analitica para a flexdo da viga solucdo Numérica para a flexdo da viga

0.0 4 0.0

T T T T T T T T
] 2 4 6 0 2 4 6
x[m] x[m]

Fonte: Proprio autor.

Na Figura 16, devido a escala, fica imperceptivel a diferenca qualitativa das curvas
analiticas e numéricas. Assim, para a analise quantitativa, a Quadro 1 apresenta valores do
maximo erro absoluto entre a solu¢do numérica e a analitica, por meio da norma infinita, para
diferentes quantidades de nos na discretizagao.

Quadro 1 - Maximo erro absoluto entre solugdo analitica e numérica.

Numeros de n6s | [|Yanaiitica = Ynuméricollo [mm]
10 5,358686 x 1072
50 4,565767 x 1073
100 1,604116 x 1073
250 4,043494 x 104
500 1,485749 x 10

Fonte: Proprio autor.
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Verifica-se que para 500 nos, quantidade utilizada na simulagdo da Figura 16, que o erro
absoluto maximo obtido dentro do dominio L = 6 [m] da viga foi de aproximadamente
0,00015 [mm]. Esta precisdo pode ser melhorada aumentando-se o numero de nos na
discretizagao do modelo.

VIGA BI-APOIADA COM UM CARREGAMENTO LINEAR

Aplicando uma discretizagdo com 500 nds na viga bi-apoiada, como foi feito na viga
engastada, se obtém um grafico a direita da solug@o analitica na Figura 17.

Figura 17 - Solucido analitica e numérica da viga bi-apoiada para 500 nos.

Solugdo Analitica para a flexdo da viga solugéo Numérica para a flex&o da viga

0.000 0.000
—0.025 \ —0.025
—0.050 \ / —0.050 \ /
—0.075 \ / —0.075 \ /

>
—0.100 \ / —0.100 \ /
—0.125 -0.125
—0.150 \\-/ —0.150

-0.175 -0.175
0 2 4 6 0 2 4 6

y [mm]

/
—
[mm]

Fonte: Proprio autor.

Qualitativamente, as curvas obtidas para os resultados analiticos ¢ numéricos sao muito
proximas dentro da escala utilizada nos graficos. O Quadro 2 mostra os maximos erros
absolutos para cada nd analisado, possibilitando uma visdo melhor da convergéncia que esta
ocorrendo entre os graficos.

Quadro 2 - Maximo erro absoluto entre solu¢do analitica € numérica.

Nuameros de n6s | [|Yanaiitica = Ynumérico lleo [mm]
10 3,154938 x 10°°
50 2,822042 x 107
100 9,977418 x 108
250 2,524127 x 1078
500 8,901815 x 107

Fonte: Proprio autor.

Por meio do quadro 2 ¢ possivel observar que a solugdo numérica para viga bi-apoiada
para 500 noés que o erro absoluto maximo obtido foi de aproximadamente
0,0000000089 [mm], valor extremamente baixo relativamente ao dominio L = 6 [m] da viga
simulada.
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VIGA BI-ENGASTADA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO QUADRATICO

Assim como nas vigas anteriores, foi aplicado uma descritizacdo com 500 nos na viga
bi-engastada e o comportamento esta ilustrado qualitativamente nos graficos da Figura 18.

Figura 18 - Solugédo analitica e numérica da viga bi-engastada para 500 nds.

Solucdo Analitica para a flexdo da viga Solugdo Numérica para a flexdo da viga

0.00 0.00

—0.02

N [ /
N
NN

—-0.12

/
H
y [mm]

S

o

(=}
/
-"-"'-h.._

y [mm]

-0.12

Fonte: Proprio autor.

A convergéncia do grafico da solugdo numeérica para analitica ¢ melhor representada
com 0s maximos erros absolutos para cada n6 apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 - Maximo erro absoluto entre solugdo analitica e numérica.

Numeros de n6s | [|Yanaiitica — Ynuméricolleo [mm]
10 2,322486 x 107
50 2,092946 x 10
100 7,401383 x 1077
250 1,872540 x 10”7
500 6,620658 x 108

Fonte: Proprio autor.

Como no modelo bi-apoiado € possivel observar no Quadro 3 a diminui¢ao no erro com
o aumento de nimero de nos da discretiza¢do, obtendo-se para 500 nds um erro absoluto
méximo de 1078 [mm].

VIGA ENGASTADA E APOIADA COM CARREGAMENTO EXPONENCIAL
Por fim, foi realizado uma discretizagdo com diferentes quantidades de nds impostas no
dominio L =6 [m] de uma viga engastada e apoiada submetida a um carregamento

exponencial. Comparando o resultado numérico com o analitico, o quadro 4 apresenta os
maximos erros absolutos ilustrando o que ocorre quando utilizados 10, 50, 100, 250 e 500 nos:
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Quadro 4 - Maximo erro absoluto entre solugdo analitica e numérica.

Numeros de n6s | [|[Yanaiitica = Ynuméricolloo [mMm]
10 1,503415 x 107
50 1,348365 x 10°°
100 4767923 x 10”7
250 1,206244 x 10”7
500 4263443 x 108

Fonte: Proprio autor.

Os graficos apresentados na figura 19 possibilitam uma visualiza¢do qualitativa dos
resultados quando utilizados 500 nds, com os quais foi obtido um erro absoluto maximo de
4,263443 x 10 — 8 [mm] como ilustrado no quadro 4.

Figura 19 - Solucdo analitica e numérica da viga engastada e apoiada para 500 nos.

Solugdo Analitica para a flexao da viga Solugdo Numérica para a flexao da viga

0.0 0.0+

—0.8 —0.8

~-1.0

—1.0 1

-1.2 1 -1.2

o 1 2 3 a4 5 & o 1 2 3 a4 5 &
Fonte: Proprio autor.

CONCLUSAO

Visto a importancia do conhecimento da deformagdao que uma viga apresenta em seu
eixo longitudinal quando submetida a carregamento transversal, o objetivo deste trabalho foi
realizar a modelagem para o método das diferengas finitas, o desenvolvimento de uma
ferramenta computacional na linguagem de programacdo Python e a andlise da deflexdo de
quatro casos de vigas sujeitas a quatro possiveis condigdes de contornos e quatro tipos de
carregamentos distintos compondo 16 cendrios possiveis.

A TIC se destaca por sua interface amigéavel e intuitiva, permitindo que usuarios com
diferentes niveis de conhecimento técnico possam facilmente simular e analisar vigas. A
precisdo da TIC foi comprovada por meio da comparagdo entre as solucdes analiticas e
numéricas pelo método das diferencas finitas para vigas bi-apoiadas, bi-engastadas, engastada-
apoiada e engastada-livre como condi¢gdes de contorno sob o0s possiveis carregamentos
constante, linear, quadratico e exponencial. Em todos os casos, a TIC apresentou erros absolutos
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maéximos inferiores a 10"* [mm] quando utilizados 500 nds na simulagdo do MDF, sugerindo
sua confiabilidade e robustez para a andlise de vigas.

Um ponto crucial reside capacidade da ferramenta desenvolvida resolver problemas
hiperestaticos, algo que solu¢des de outras famosas TICs de maneira online nao o faz. Essa
caracteristica torna a TIC uma ferramenta ainda mais poderosa e versatil, ampliando
significativamente o escopo de problemas que podem ser analisados.

Em resumo, o projeto apresenta-se como uma solugdo completa e confidvel para a
analise de deflexdo de vigas, oferecendo vantagens como uma interface amigavel e intuitiva,
precisdo nos resultados das deflexdes para diferentes casos de vigas e cenarios com
carregamentos e condi¢des de contorno, capacidade de resolver problemas hiperestaticos e
facilidade de uso.
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